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P. P. EARKI B. I RDR: 球面 三 角 学 ( 刘 亚 星 
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本 书 是 作对 测量 党 上 的 应 用 而 移 写 的 ， 凡 是 与 测 景 学 无 关 的 
材料 ;都 说 有 列 和 入。 同时 ,为 了 不 使 本 节 禾 幅 过 大 而 能 用 很 到 的 时 
[H1 fe EEE, CE PES DEL VAT E CZ Eu, 力求 简单 明确 ; da HER 
PAERATA RAE SaR REMAR (SER 
BAARNE AE AS RRT E mA E TEBA, 944, 
Ad&B3i Y LX4EDCSÉE RISE E EU n SENE REOR SE BE Ze DE UE IE 
H TEA ERRU TIEA, sfr GE ge. 

本 书 共 分 五 章 , 第 一 章 介 绍 球 面 三 角形 的 几何 性 质 ; E LE 
推 征 球面 三 谣 形 边 和 角 的 各 种 公式 ( 琴 数 关系» 第 三 章 是 用 实例 
来 叙述 球面 三 角形 的 解 潜 ;第 四 章 为 筷 角 面 三 前 形 ,第 五 章 是 球 
面 三 角形 的 面积 和 球面 前 超 鬼 各 种 公式 的 拱 证 下 运算 。 如 昌 按 照 
35 55 UJ SERT E f ERTÀI — fe HL ny IAE £F ER IAE — 13 3227 A 
到 寞 角球 看 三 角形 只 不 过 是 任意 球面 三 角形 的 一 个 特例 ， 因 此 检 


ir 
PI ERTER RAS ARZ AARAA RE E a RED A 
za oe op n. 

A d BEBE TI L)AB.xUe]EB—BAISLEALSCHBB, mdt4. 
WHEAT 

APE LEN p, RAA pr TE rie A A [1 ac PL) E Sj 
和 帮助 , EIERN. 

由 于 竹 者 的 数学 和 测量 学 知识 邦 很 差 , 更 缺乏 实际 二 作 经 验 ， 
CA A305) e UFU SRERR EIR AJ TB US MOR TAJA R, Ee d Bux 
Ag ab IE S o i A A EE EL feit. 
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第 四 章 ”直角 球面 三 角形 .pp 
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82. gag MHH scene tne 


$3. BARTA RE eer eI 
第 下 音 河 题 


Ss dx 球面 三 角形 的 而 积 和 球面 角 超 DEP TA n2 


$ l. Ef ii. 48 JE A aj pA eene 


$2. ApS Agp e ——-—ee 
53. ski fp DEAE 


$4. rip TE : RUE AD ah ATES RERE E PLI xh 
$20. LIXIZR II — fL AZUUTTUDEGSRUSRIEGEPLMIGA -pp 


86. ROI ATR BRRR A A538 B5 IE -- 


第 五 章光 题 TIT LEE EEEE TTP TIPP 


| «bi 


5| & 


RA LATKA ARAA RE, MHRS BOE. Tk 
ihi — ffo n5 su EP ARR — EHR, BAE, K R — AJE 
ay p.n cR GUI, H0, KRR RMR., AE eE 
实用 于, 球面 三 角 学 部 有 重要 的 价值 ; 如 在 天 交 学 和 测量 制图 学 给 
TREA WES PE HB, 因为 天 球 和 地 球 虽 然 不 是 凌 正 的 球形 , 但 在 
AP4r— 4E SESK BU AR PE TP, 我 们 常 反 天球 和 地 球 看 诈 图 球 , 于 是 在 天 
交 学 和 测量 制图 学 中 有 很 多 问 题 , 是 应 用 球面 三 角 学 来 解决 的 。 

根据 历史 老 寄 ， 球 面 三 角 学 比 平面 三 角 学 要 出 现 得 早 一 些 。 
当 球 面 三 角形 更 球 御 径 灾 汶 无 穷人 大 时 ， 这 球面 三 角形 就 变 汶 平面 
三 角形 了。 然而 , 球面 三 角 学 与 平面 三 和 角 学 还 是 有 所 不 同 的 ; 如 球 
面 三 角形 的 这 , 汶 赋 究 使 利 起 风 ， 我 们 用 角度 来 表示 ,而 化 面 三 角 
EAn, MAKES Hfr; SCC ERAS ETE — AERE, 知道 了 球面 三 角 
ERZA fa, 使 可 确定 这 球面 三 角形 的 三 个 边 , 而 平面 三 角形 剧 没 
有 和 这样 的 性 盾 。 

本 书 在 研 论 球面 芝 角 学 时 ， 引 用 到 和 面 三 角 学 的 一 些 基 本 
JT du ein^4d-d-cos?4—1,8in24-—2sin cos, cos — cosH— 


= —?sn (A B)sind-CA— EAE, IXHOR ERRE = A 
公式 与 球面 三 角 的 公式 可 以 通用 ， 这 是 因为 在 平面 三 角 学 中 的 公 
SUÉTARRE SUI A A) 3 BS Fe, 前者 如 上面 所 提 测 的 那些 公式 , RA 
就 某 一 元 素 或 者 两 个 元 素 的 恒 等 关 系 式 而 吝 ， 根 本 与 三 角形 没有 
关系 , 当然 可 以 应 用 到 球面 三 角 学 中 来 ; 后 者 如 正 东 公式 .余弦 全 
式 等 等 , 是 平面 三 角 所 特有 的 公式 , 不 可 应 用 到 球面 三 角 学 中 来 。 


第 一 章 REZAK Lent ES 


51. EKTü] E PB n IR EB BS 


球面 上 的 国 ” 在 高 中 的 立体 几何 学 中 , 我 们 已 经 知道 , 通过 球 
心 的 平面 戴 球 所 得 的 截 口 是 一 个 国 “” 捷 呈 向 大 圆 。 不 过 球 必 的 再 
面具 球 所得 的 规 口 岂 是 一 个 图 ,水 叫做 小 圈 。 显 然 , 大 图 把 球面 分 
成 相等 的 西部 分 。 而 通过 球面 上 不 在 同一 下 逢 两 端的 两 个 点 ， 人 能 
作 霸 是 只 能 作 -- 个 大 贺 ( 图 1)。 


球面 上 两 点 间 的 距 郊 ”球面 上 两 点 A, BIKABI IAY 
长 叫做 球面 上 两 点 A, A POUR Hn, EE ABRE E. 
PPIE: ÆRE LERE A 加 两 点 的 所 有 曲 黎 (XR) 之 


图 2 
ete GBE 2), mil 


WPR ror ff FRBSE, 有 : 
图 是 48 -— AC HED- F4 GB, 

gm Add AB-—HNBÉRHRJC ACD-o GB. 

AX BRIE UL, SEEPI A, BRATA ERILE, MAR BE 2477 26 SEP, 


32. 球面 上 的 图 的 极 


RRE LEAN KAKAR), EEFE ABE 
ETER ER ifr CEA c, PHBS AP (b o 

如 图 3 中 ,图 AB AREP P.I! P 
CD ZEEP 5 PG 这 就 是 说 , PiP 
BEZ ALB Zi BERD hiit / 
"TELE, DRAR DE, MAR QUU. 
的 过 各 就 是 球 的 直径 。 | 

EKTE EAE — 1 [UL 14 EX I 4T A2. e 
E— ERN, PEORES EE. 


可 以 证 明 ; HSI LENE Ds P' 
HA. ui 


HSE b, 如 图 3, 8e CD Zn OO P 5 P', iE PP aA F 

M, WATE EREE PME A AMD XS. DEW 
s PO = 3 PD, 
HFPA EE, 故 
PC-PD, 

[SEL M PO=P'D. 
这 器 证 有 是 了 极 到 图 周 上 各 点 的 吕 离 是 相等 的 ,， 

AX FIdl 89 4. EA F AR ER 


DARDLI 80 X HUER CREE GERE HB EXT er RE, B EDO rdi 


-— dd — 
定理 T KAKEM EOS RR (09070, Boc, dm ERI E 
ARRAMA Ceci PE ex raggi HAS C7 SRI, AUAI cC 
必 为 通过 后 两 点 的 大 国之 极 ， 
SE ”由 图 3, 对 于 大 图 45, 3210906 
Z POA = POA» /POB=S /POB=90°, 
HFR 85) rPoPo 78 -AmE , ak 
PA—P'A—PB-P'B—90*. 
xÉ EERGSQEHBI: 因为 
PA= PB= 90°, 
ZPOA-—ZPOR 900" 
内 之 PO dl IBLADZE S, BD P oi 4B 之 极 。 


(3. 球面 角 与 球面 三 角形 


球面 角 BIKRA LIC A, MHSR E f, 其 变 点 叫做 球面 

和 角 的 项 点 , KRUHET AW, W dh, AAA PB 与 

AP'B ? Rh ico HR f P P) RELER P P, mI PAP', PBP' 
P 量 的 。 

在 图 4 中 ， 设 以 卫 为 极 的 大 周 与 球面 

角 之 边 交 于 A, B, ii PIE PA, PB 的 切线 


PD, PE, Wf 
ZDPE= Z AOB, 
E] Gb 7 RAAP- AB, 
Li HESE 球面 角 与 以 其 项 点 为 极 而 夹 在 
ES BIL A RARE, 


TAA eer r ga er r E r 


球面 三 角形 SRAT EREK [HEU RT 
EB -EA RRE RUD. AE KAA pd 球面 三 角形 的 


— 5 — 
W, 3j HA SET ER a, b, e 来 表示 。 ARKEEN AERE H 
"rn-fex Ek (ti — AEA, 通常 用 大 写 拉 丁字 皇 4, ,局 来 表示 。 这 三 
个 这 与 三 个 角 航 称 为 球面 三 角形 的 六 个 元 素 。 

将 球面 过 条 形 ABO Ry d IB yx xk 
V» O 3 f£, BUEADSE ERAS — 18 f8 O — ABC 
(图 5). ÆR Tii H a f5 IS BrXES 
DINI ESI 


a= A ROC, 

b= AOC, 

e= AOB, a 5. 
* A= TAT", B= ERF, C= FOF. 


ORE. 球面 三 FUGISSE BUS ER SEE — ITA UII, 


re 


EE PE a o a ara ga a. 


4a, 4-5, DTI ERIAK, poe HH 
与 角 都 限于 小 于 1807, 


84. RFE 


BrEkiü 183 ABC fei a, b, c 的 要 分 中 为 A',B'LC' (E36); 
H AA4',.BB', CC" SEAT 90^; Sr A', B',C' 4E [BIG V, 55 — 1-3 
I8 — $575 A'B'C', Büix-T- xkin — E .A'B'C' 叫做 并 £k Ui — f87E 
ABC 的 航 三 角形 。 

H BA b ZAR, CA c 之 极 , i SS SEER THU IE SERAIS ABI — 
—907, AC' = 307; AAT BEAR US x I AEE PEAN: A 25 B'O =a 之 
BOR 7), H AA <90, 

R, B 256 C'A'—5' 之 极 , H BB 二 90°;C X A'B' =c 之 极 ， 
H CC' —90*, 

Hidtnf n, 球面 三 角形 ABC 也 是 球面 三 角形 A BU! UA 


" E 
EC - 
PERMET L2 NM --- 一 一 


Ej 8. S T. 


季 形 。 因 之 , PTA T ADE: 
定理 若 此 球 曾 三 角形 为 第 球 丁 三 角形 的 极 三 角形 , 风蚀 
球面 三 角形 地 为 时 球面 三 角形 的 极 三 角形 ，。 


es ee Tr ee ee Te rar re Te er El 


ZER 7 PD, WEE AB, AC ZE B'C' "FP. DD, 五 ,天 有 


d+ Azau + DE (Cou D a ZAR) 
—B'D-- DE — EC'-- DE 
= B'E + DC' 
=90° + 90° (77 B'3 AE ZE, C 3 AD ZiR, 据 
定理 D 
= 180°. 
P: 
b+ B= 1807, e'+C=480°, 
因 之 得 


定理 三 RZE aE ELAH PRAE 


Fann arp e ra h a aa a eri a a re ee ee ee er ee er me Fe 


BL 9T UE , 4E — 18 7E (31 f8 E Y — AE A fro 


&5. KKE —f8JEmM ZEE PE RÀ 
MI sEEIAUDRZIOUKT ILIA. 


EE ”新 球面 三 角形 ABC, $ ERI 
JA Ex -5 Ko REL CIUS 8), ph SER Jt n 
愤 ， 三 而 和 角 的 两 个 面 角 的 和 大 于 第 二 
mi f, g (emu fe jheajiirii 


ADB A BOO A AOC., 
[74 € Fav, 
[n] H: aT 5-6, ri 8. 


We XEEDCDPUZPR2DARTS ASSETS. 

ERI 球 师 二 角形 三 边 之 各 大 于 0 ddr 300". 

aE Pizy e.b5.e--0,/45c ad 57r c0, XEBj25 p vr DE JU fap Peh 
Amp füq-mjs zu g-r3607, ik ' 

LAO B ABOC T ACOALI360™% 

E cotat b360". 

BE GRPUORGIADAOHCL PUE ABO 的 极 三 角形 ABC (图 ?7)， 
Hir M An 

a tA=180°, b'— E—180*?, c'J-C — 180^. 
&Rmi pi ERO E n 
O° «g' +b —-6' «860^, 
Te —180^— A, ö'= 180° — B, c'z180?-.C HA Ex, HERE 
0^ —180* — 4-4- 180? — A+ 180° - C-—360^, 

en 180" — A-- B FC-—5407. 

性 质 TY SREE SEP PIE oap cfe p. F 180° 

BE BhA E i 

a Tbe, 

- 180° — A + 180° — B--180* — C, 
en A BB O180° 
EENS A--CO — B--1807, B+C A-1807. 


a 


"em 


TERI Y TRIS SEA E: Hrxx Bà xt eng xp A a E 


证 DAREAK ABC 中 ， 
b—c, WAP OBC Aisa P 
HFD, HAD 3I OB DO Eý DE, 
DE: ih F 
Z AOE = Z AOF, (“b=e) 

H] Pfirt. ^ AEOZCIBdirt/AAFO, 


2. AE—AF. 
Pim Rui rA ADRESAR rL AADF, 
，- 二 人 而 万 一 LAFD. 
En B=0. 
(DA B—0O, Aha EH E CERZALABO 之 极 三 角形 ) 知 
b'—c. 
于 是 根据 人 1) 的 证 明 
B'-—0 
Hrsg Se M, 1% 
b—c 


性 质 YI 球面 三 角形 电 , 天 角 对 大 边 ， 
KARK fe 


UE (1)8t Æ Fkt = HUE ABO 中 ， Ej 10. 
B-—AÀ(HlJ100), fEZRiEL TE Z/ A ED, 使 其 等 于 A, Blu pEIR V, 
4 万 -= ED. 


因 之 , IREE [, 有 
b= AD-4- DC = BD+ DOz-a, 
(2) b>a, RPRRIE B4, 26 D REBBiX XR, RME 
证 法 。 
假定 BFA, HEBA R B= A4, 于 是 担 握 (1 之 证 明和 性 盾 
V, 必 有 ba sk b—a, XX SE t3 I RE A oa 小 盾 ,所 以 当 5->a 时， 


APR BÀ, 
VA ERIS EP EX ISE TE EK IBI — PE XUMVHEJLTOESETENR,. XF 
PZA E CB T ES pETES, XXCBOSEOREISET Y. 


例 求证 cos(P— 4)—0, 此 处 P— I-CA-- BO). 

RE PEJT IV, im P- A= CB--C — A) 90^, 3: d FETRE M, 
A+ B -Cz-180? 4B. 24-3609 XE 3X OREA, B C — 4 一 
= — 180°, € P—A—-L-(B--C - A)z- — 909, KREI: 


— 90" «P — A- 90", 
Bx. cos( P — A) —0. 
$6. 全 等 球面 三 角形 
在 同 球 或 等 球 上 , 两 球面 三 角形 的 对 应 边 和 角 分 别 相等 ,而且 


. ARRE, 

EE MSPR MERHAR GE AAE, ix 
BRORAVEJIUBGHU T. ETEN RHEA SEE TRZ AET 
以 证 朋 。 现 在 证 明 如 下 : 

ar E kE — AJE ABC, DEF h, Ean 

A= D, B-—E, C-—F. 
Hg AS Fr HR, 作 它 们 的 极 三 角形 A B'O, D'E'F'(GS 11), BH 


—10— 


qp B.C 


Ada! —180"7- Dht, 
DB-4b'- V9 -E+te', 


Ore 180? — FP fl. 
Dj3r4-—D, B—E, CF, piis 
a =d, bse, ael'— ff. 
于 是 根据 本 定理 第 三 种 请 总， He TRE ATO aR E A 
DEF Z85m, Bk 
A-D, BE CF. 
Hei n:EB NH 
A +a=180° od, 
B'-eb-180*5 A'e, 
C'rc—180*- F +T. 
Pai a—d, be, c— f, 
所 以 球 而 三 角形 ARO 与 经 看 二 角形 DEF e5E.STGEPBIDMB, 
显然 , 由 于 好 等 球面 三 角形 可 应 重合 , 它 科 的 面积 是 相 罕 的 。 


$7， 对 称 球 面 三 名 形 


在 局 球 总 等 全 上 两 球面 三 角形 的 对 应 边 和 和 角 分 别 相等 ， 而 其 
排列 顺序 不 相同 , 刚 称 这 丙 个 球面 三 角形 所 为 对 称 三 角形 。 


—11— 
UEXPSEBRL ÉSTE. APREA Bg — E 
OUS ER C 个 特殊 情况 )。 
从 球面 三 角形 ABC ITE Ex dE LECHE, xXx 95 iÉr mg 3 —M Aos 
Be, Co, TIBERI — 角形 ABC. (图 12)。 众 这 其 个 球面 三 甸 形 
中 容易 看 出 
(14 77 (t, b= b, Co— t! 
ddA, =B, C.Q-CUC, 
而 且 硕 序 丰 相同, 8x n ABC. 与 ABC HARRE AE, 
定理 了 在 则 球 或 等 球 上 , PROPER — PEUT] pU E. 
证  BEABC, AcBoCy 为 栈 个 对 称 球面 三 角形 , 过 ABO 5 
As BoCs 的 脐 点 各 作 小 加 (5 郎 通 过 珊 点 的 平面 与 球 的 截 口 )。 由 于 
AC = 447, AB = Ao, 五 全 二 五 0 
4: TEAC = PE ACo S3SEAB-—3EA.Bo GBO = i Bolo, 


因而 PHA ABO = P A ABoCo 
T ABL ARC = 小 A Bo, 


图 12. E 13. 
现在 找 丹 这 西 个 小 圆 的 和 极 P, Po (图 135, SEP, Po AKERE 
AP, BP, CP; A;Po, BP CoPo, HH 
PA= PB= PC = Podo = PB, = PY, 
fF 是 根据 定理 IY 的 第 三 种 情况 ， 球面 三 角形 APB 与 球面 三 角形 
BoPods 3E, 球面 三 角形 五 PC 与 球面 三 角形 CoPoBo 全 等 ,球面 


—13— 
三 角形 CPA 与 球面 三 角形 4oPoce E. 

这 三 对 球面 三 角形 乌 然 是 对 应 全 等 ， 定 们 的 面积 当然 是 对 应 
相 千 的 。 因 而 球面 三 角形 4B0 之 面积 等 于 球面 三 角形 ABoCo 之 
面积 。 而 定理 得 证 。 


第 一 章 “习题 
l. 设 在 球面 上 ,; Pi ARE KK" 的 极 , Po 为 大 于 Qi 的 极 ,而 


KK' 5 QQ 相交 于 i; 当 了; 移 到 一 个 类 位 置 了 时， 大 国 QUOS 
也 鸭 之 移 到 新 位 证 Qua. HA EKK 与 QQ 相交 于 ra (图 14), o 


Bit o BE] 15. 
(Dri ARKE PLPLAU 之 极 ; 
(2)va 为 大 阅 PPM ik; 
(3)MK'—rirs 
C APP PS rra, 
2. 在 球面 三 角形 中 , 求证 : 


—90* < A+B ~C) « 4-90; 


0-1 (a--b — e) 180^, 


3. S2 Bj ABI AB, CDABSE- T r, 在 rB, rD. LERAM, N, 


— 13 — 
[S rM rLNIONOSEABGOIRHRPTEAKIRSUR DM, 过 CD 之 极 P 作 大 
[B 9E PN CES 15), SR lE: Zia Ba za, 
4. 设 球面 三 角形 之 -一边 5 一 90", 求 证: 
90" —a-r 5«:270^ ; 
— 90^ «a — b«z90*. 
5. gz EKIE] — 57E LL —- f C —90?7, 求证 : 
90? A+ 28-2107; 
—90*-—A-— B-:90^. 


6.2: P= (A+B+C), 求证 cos(P— B)>0; cos P0, 
7. RE — Gb oe), 求证 sin(P—6)--0; sin2-—0, 


一 cog P cos: P— A) ( 


cos CP — B) cosi PO) *7E-f8 iE IA I) US 


Ed a -一 一 
5. alEBH ig Ni 
是 看 数 。 


B-E ”球面 三 角形 的 边 和 角 的 函数 关系 


81. 边 和 的 余 束 公式 ? 


以 下 研究 球面 三 角形 的 边 角 关 系 , 我 们 从 边 的 余弦 公式 开始 。 
到 球面 三 角形 ABO, 我 们 A 
假设 56,c 一 90°。 作 球 心 三 面 角 


E ~ M 
0 一 4BC (E116), ÉL ATE D, c b. 
边 的 切线 分 别 迹 OC, OB FM, z 
N EREK pA C  —— 2 
OAM,OAN 与 两 个 笠 面 任意 "Ion N 


QiESXGEE SU Er hop fic 38 IE ZR PL PECBS0--920),, 


—14— 
TLHGEOMN.AMN, TER- PHARE E A: 
MN -AM | AN -9AM-.ANcosA 
{对 平面 2S HM N IEEE. 
MN .OM 4 ON” —3OM -ON - cosa 
《对 平面 ^0MN 3m. 


Pit. 
AM 十 AN —92AM-AN cos d- OM 十 加 而” -90M ON cosa, 
Br 


2027 .ON cosu = (ON 一 AN } 十 OM -AM 3AM * AN cosd 


=0 4A +0A +2AM- ÄN cosA, 


2E cosa - 2 À 4 QA A JA AN AM , TE E 
ONOM ONOM 
an cosa =T: cosbcoac + sinbsinecos 4. 
i] za. cosb = cosccosa-- sincsinaecog B. (1) 


cosg = cosmoosb -+ sinasinbcosC 


RAS, BREE fE PRA Rak ET e M AR GEO RER i 


X iE gk BCHOOE ARE ER, 
fn b,c290^, AEG E EAS DL, sb unb E AEH, 


$2. AKERRA 
性 球面 三 角形 ABC nf& — BOE A'B'C', mp ERR ZI) 


cosa' = cosb' casc' 4- sin b'ainc'cosd'. 
[Bic eS E $4 E Ta —180^ — 4, b —180^ — F, c' —- 180? —0. 
A'—180?—«s:; AERA EA BT 


—60&4À = cosh cosC — sin B sin C cosa, 


gp cos A= — cos B cosC + sin BPsinCcos i C 
[zm cos BH = — cosC cos A+ sin C'sin dcos b, 

a 
cogC = — cos A cos B+ sin Asin Beost. 


aR, EK iig — f8 7E: fo Er) ae sic SPEC RB. DG £8 Ae od He OE DA £1 


TT A L a e A A Ae aeo m ee, T a 


Mna a unu ane e E at. cm rtm Pa r e ee aHa A arr Rer Pa 


83. ERAK 


识 球 面 三 角形 45C, 作 球 心 三 而 和 角 O—ADBC, Xp B TERT 
QAC PERA rE T DC 17), ERA D jp OA. OC aisi DE, 
DF:xR BE, BF; TERTERA ZAE OBE, OBE, BDE, 
RDF, WH ZzBOC—a, ZAOC=b, /AO0B—c; /BED-—A, 
ZBFD-O, Biz 


BE 
Binec o OP BE- BF 
sinc? | BD OR- BI» 
BF 
BF 


Sina OB BE BF 
sind BD OB.BD’ 


BE 
Ekt M UID. E 1v 
Ir] PERI SIE: Ime sinb 
rS, EAST AAA EEM): 
| a» 


这 就 是 可 PRUU-LISJÉ S UI EIE 5 Hop FS E 35 fc Kc A]. 


一 二 .一 


34， 正 余 蒜 公式 (五 个 元 素 形 式 ) 
Hh IB EZ 


cogar = cos b cos c + sin b sin ccos À, 
cose = cosucosb + ainasinóécasc. 
将 第 一 式 代 人 第 二 式 硅 展开 : 
cose = ( cosb cose + ein bsinccos d) cose + sinasin becosC 


= cos*b cose 十 sinbcosD sin ccos A+ sinasin b eost, 


gn cos c(1 — cosb) = ainbcosbsinccos. 4 d- sinasin bcosC, 
EX, cos cain ?b = gin 6 cosbsinccos.d -- sinasinboostC. 


BRAR ERI sinb, FEEE TR, qui 
ginacosC = ginbcosec — cosbsinecgos 4d. 
Id ES gine.cos B — sinccosb — coscsinbcos 4, 
gin b cos.d -— sineccosa — cozcsinacos B, 
ginbcosC 一 sineacosc 一 cogasinccos B. 
sinecos.A-- sginbcosa —cosbsinacos(C. 


sin ccos.B 一 sinacosb — cosasinbocos(. 


人 esie m ign gm I ar m cai 


3E RU XBSRER CIE] 18), 
至 于 第 二 正 余 纤 公 式 , 它们 是 : 


sin Acosc = sin BocosC + cos B sin cog. 


pin Acoad = sinC' cog B -+ cosC gin Boogg. 


sin Z cosa = sinC cosA cogC sin Acosh, 


(4) 


AKAESE —IEARREZAX. Wh) EATE 
KARREN, STAR PR MAk 


(8) 


&in cose = ain d cosC -+ cos AsinC cosb. 


einC cosa = sin Beos A+ cos Bgin Acosc. 


gin C cos 5 = sin Acos + cos dsin B cosc. 


| 


8p. — HAERESI H] je RE ADI es A 
PTAR PARERE Ai 
QUEPDREULLELS -AHRENS C 
TAR ERATE PIKARA SE Og Hep 
(图 19». 

Als] 3e EHI EAR EREA IE 
USC) pj 19 


或 sina -—3mÓsim A, sinb—main B, 


eine = maine. 


TOXX AE SXECA RSLCA) PAE — iP, 如 第 四 个 ,于 是 


mein Zcos( = mein Adcose — mcoasaainCeos B, 


fiu m, A, 则 得 公式 (5) 中 的 第 一 个 


Bin dcosc-- sin 5 cosC + cog B sinC cogsa. 


同 理 可 证 其 他 。 


85. 余 切 公式 (四 个 元 素 形 式 ) 
余 切 公式 是 球面 三 角形 相 邻 四 个 元 素 的 关 条 式 , 它们 是 


cig AsinC = — cogsC cosb -+ sin betga. 
cteAeinB= — cos HB cosc-r sincctgg. 
cigBuing- — cos cosc-- sincctgb. 
etg HsinC = — cosC eosa -+ sinacteb. 
oteCeinA= — cos Acosh + sin betee. 
cigCsin B = — cosBceosa-k sinactee. 


— 17 — 


(6) 


这 些 公 式 可 以 由 公式 (4) 直 接 推 导出 来 。 如 由 公式 (4) 中 的 第 


一 式 : 
sinacozg(C! = sinbcosc — cosbsinccos, 
用 sinc E&XX X aX fn] P3371, 得 


sina 
Bine 


cosC = sinbctgc — cosb cos A, 


sinum . gin.d 


又 据 正 弦 定 则 [公式 (3) 1, ECT MR n 


sinc 


sind 


sini 


cos = gin beige 一 cosbecos A, 


或 cigCain.d = — cos. Acosb + sinbetgc, 


XXE XO PRIR Lo AIEA REHE fur. 
BRATAG F AER: | 
cigasinc- coss corb + sin betga, 
ctgasinb = cosb eos C+ ainCotg 4A, 
cig sina = cosacos C + sinCete B, 
ciembsinc = coscc A+ sin detg D, 
cigesina-— cosacos B+ sin PctgC, 


cizcsBinb-— cosbcos A+ sin dcigC, 


$6， 把 公式 改 化 成 为 对 数 形 式 


(67 


E rEqeuesmTzkii — $8175 T JE 公式 [公式 (1) -公式 
(6)]， 利 用 这 些 公式 ， 可 以 根据 球面 三 角形 的 三 个 已 知 元 素来 确 
定 其 余 三 个 坟 知 元 素 ， 世 就 是 ， 可 以 用 这 些 公式 来 解 球面 三 角形 。 
EF inik, CLER H = A ENPA b,c 及 其 夹 角 A TAAAK) 
HUS SIE RERE e, nTEA WPRANGALCOD If SES ERASAN 
HXPR]BÓdUC. XE wik, 已 知 两 角 A, B 及 一 对 边 4， 可 用 公式 
(3 来 求 央 另 一 对 这 b, 具 而 在 求 得 对 边 五 的 基础 上 ,利用 公式 (人 4) 


的 第 二 滤 或 公式 (6) 的 第 三 式 可 求 出 夹 边 c。 


—. 19 

但 是 ， 在 实际 应 用 中 ， 用 这 些 公 式 来 解 球面 三 角形 是 不 方便 
的 ; D 25 —Rz3EaR E PA SUE SEE SRL TY Hb ZOESEER 
Qn SX eu, EI RIDE B ox; EILEJ UPS SZ acd 9v ax ue 4E 
便于 取 邓 数 形式 。 

至 于 如 何 改 化 呢 ? IXPHIBREGEUENBDARAR PETIERE 灵活 进行 。 
XX HUS HI BST DU TRE RÀ 

1^1. t.&rb.e. d.c a, 

TR 5 B. nS PES. 用 公式 

cola = cosbcos e 十 sinbsinceos 4d 

可 以 阔 出 包 介 这 公式 不 适宜 于 对 数 运 算 ) 应 该 特 它 改 化 


cosa = cos b( cose + tedgineoos). 


AT tgbeosd e= dgme eee (a) 
Hi cosa — coab( coscd- sinciga) 
u cosb, gi . 
cogr. 0086 cosz-t- sincsinz) 
cosb 
= cogz C08 (x — c) »r*áeuerttuouaanes (b) 


HDR m ZEJGFC ACD) 可 家 出 oa， 这 西式 完全 可 用 对 数 运 


算 。 
F2. Qn, B, a, 3 c, 
显然 , HAMA 
ctgasine= cosccos H+ sin Bctg 4, 
FI ETIE: 


sin betg A= ctgan — cosccoz B 


el . 
一 cosB( ga sine- cos e} 
cos A 


I sin Bcigá-cosB(cigrsinc— cosc) 


—.998 B ( cogzsinc — sin.rcosc) 
gina 
— 908 B ginle- r} 
sina 
Bn sin (e~r) = sing cte dtmgBH--e- (5) 


Hr COGRIH x AG) BER IB c; ARR SETA EDGE ER. 

然而 , 这 样 来 RIE AA, — Jr Eke EE HJ ES 
55 — H7 fi fede Oo Je P FB IER US SETTE, TR A a ARSA, 
mi HA RREN REE, PBHIAXDBAILARBGH. A ARE R aE 
出 更 简单 时 便于 到 对 数 形 式 的 公式 来 : AAE SE BAR KO AR, 花 少 
量 的 寺 算 面 解 出 球面 三 角形 。 下 面 S 7—89 就 是 要 推出 这 样 的 公 
Ro 


s7 FAAI 
3p THp $830 ibd Xe, RAKERA: 


cosg = cos b cosc-H- sinbsinecos d, 


COEG 一 cogb cose 
cosA = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 性 
或 ainbainc (a) 


将 这 直达 式 代 到 平面 三 角 公 式 sin* 务 ~ l (1 一 eos4) 中 去 ， 便 得 
zd _ Lf] Gosa— cosbcosc 
Sin E sinb5 sinc ] 


2 
~ 三 | Sinb singe — eosq-- coenae] 
2 sinb sine 
-l|555(5—2) 一 cosd 
o sinósinc | 
- İ . 1 
sin--(b —c--a) sin-(a-- b--c) 


sing sinc 


— 92} — 
A p= LG bee), m 1 (56 —c--a) —-p-—6 3 (a—b--e- p—5, 


L Gea) -—p--a, 


Q2, Bin (p— b) sin (p—c) 
ik So g sinbsinc > 

. A c sin Cp-bosinCp-e) 
或 "me ainbsinc " 

: B Qj sin (n— c) sin Cp a) = 
ins EN ginesina (7) 


sing — J npa) sin p=) 


sinasinb 
Jesi CT) o6 5p ff TE GE Z sio, 中 上 我 们 所 和 研究 的 球面 三 角形 的 
TE^ 1807 (MEAE T 9070, BOR-E B Ir BOE ST, 
3 mir? Rd AX 


24 -上 


cos 2 5 


a 
M 
十 
名 
2 
ut 
aN 

ham 


aA 1 | cosa — cosb cose 
"— = — 1 998. oaase | 
2 ginb5ginc 


u | 
2t sinb sinc 


d 

d 

1l -—eog(b--e)-r cosa 
2 sinbainec 


sin (ab +c) sini. (b+ c—a) 


4 
. 


sinbasinc 
A V sm psin (p—a) 
n 0992 TN  "snbsinc ^ 
— rm. . B nos (p—b) 
In 0954 "Cinesna ^ (8) 


cos - Vs psin (p— c) 


sinasin 


— 22 — 
ARRE AA, SUAM C 的 理由 一 样 ， 根 号 前 也 应 取 正 
E. 
于 公式 (7) 和 公式 (8) 相 除 ; 图 得 牛角 正切 公式 : 
过 fsin (tp—b)}sin (p—c) 
te nul sinpsin(p—a) ` 


t B | Sin Cp a) siu Cp 0) 
MP" sin psin( p— 6) . 


(9) 


"us NES (p—a)sin(p—b) 
ME sin psin(p-—c) ` 


paq So ca) sin(p—b)sin po)... 则 公式 (9) wg 


sing 
259: 
tou ool 
P sn(p-a) ) 
B m , 
"3 no | (9) 
C m 
tag sin(p—e)' 


显然 , UEEL RRM T TOES] — DU SE, 用 本 节 的 公式 来 解 藉 面 涯 
JAJE X HE e fii Bu IT 


88. PEAR 
29 | se HAEKTBI— 133 I5] X40 — f 85] 28 308, PR TR 


cog d — — cos B cosC + sin BsinC'cosa, 
Am cosa cog B coz + coa A 
- gin.B sin C 
将 这 直达 式 和 代入 不 面 三角 公 式 sin? 5 — 1 (1— eosa) rb 有: 


sine -. . Cos B cos C+ cosd] 
2 2 sin E sin (C 


- 


— 93.— 
— sin B sin C — cos B cos C — cos A 
2sin B sin © 
77 cos (B - C) — cos d 
2sin B sin € 


— cos-I-LA4 B+C) eos d (B4-C— A) 


sin & sin C 


A P= 方 (4 二 B+C)， 风 二 (B+C 一 4) = 一 4 


i (A—- BC) -P—B, lt(A-B—C)- P—C. 


2 
in? = 7 €0s P cos( P — A). 
n "n 2 sin B sin €? M 
S J-e P cos( P— Aj 
或 EE sin B sin C : 
b. | 二 Ses eos E) 
IER ing usns (10) 
5 4 eo08 P cos (P €) 
sur sin A sin B 7 
ac R E FA YE 93 P Ro 
若 取 平面 三 角 公 式 


cos! 一 M (1+ cosa), 


PSR I: ihi ig Jr ies 可 推出 牛 边 余弦 公式 : 


cos — /cos( P — B)cosg (P—C) 
2 gin B sin € 
2 | ees C? — C) cos (P — 4A) 
eos sin C sin A i (11) 
coste y 8P- A) cos CP — B) 
"2 sin A sin B i 


用 公式 (11) 除 公式 (0), WFE KUA: 


— 24 — 
^ 


t oy — cos P cos ( P A) 
Fa cos(.P — B)cos (P — OY 


"T "e —cos Pcos(P— B) |. (12) 
a cos( P —C)cos (P — A) 
{tr (ZEEP cos ( cos (P—C) 
^2) ctos (P — A)eos( P— B) 
AEE M AE DE 
£g cos i P — A) 
ur M 
b — ecos(P-- B) ay 
tE- MN (123) 
tg o $98! cos tPU) 
"a M f 
iE M». 


M= sos 人 一 A) cost P — B)cos(P —C) 


— tog f 


RAREZA IAT 1807 gi 540", BA P= 
- ld B+ORKT 90° 而 小 于 2707, KARD, A, (12) 
PURSE AL ÁRIKSEOUIE, EA TRISTE ST Be SR E 75347 IM ULA- 
P1807, HEX C100. (112, (120 BEES B XX. IE. 

这 一 节 所 诗 公 式 的 主要 用 途 作 于 已 知 球面 三 角形 的 各 角 时 来 
RE SEXKIBI — f67E fT i 


89. PAM PAA PAm, PURAR 


如 果 已 知 球面 三 角形 的 相信 三 元 来 (两边 及 类 f s DS aE 
BD 利用 本 节 所 天 的 公式 是 比较 简明 的 。 关 于 中 角 和 、 牢 和 角 郑 、 
PHH, CEEEBSEBRQAGUH £825 HURAN RRE, Hesi 
mr: 


™ 


TUN 


— 25 — 
I， 德 兰 布尔 公式 
HEZA Ak 
sin-1-CA-- B) 一 sin Loos” T cos S-sin A, 
把 公式 1 和 (58) 应 用 到 这 公式 中 来 , 就 有 


sind-CA4 B) = q PRUTE sin (0702, J| 3p sinCp 02 b) 


ainbgine sinasinc 


u NES: sintp- 21, fsin (pn) sinip— c) 


ginbsinc gin n Bin € 


"| ERpsintp- e) sin(p—cji: sin Gp Pr sim G2] 


sin z sin 5 | sinc 


C 2sinz(p—5-- p -a)eosi(p—b — p--a) 


= Sy mu H — = 
2sin—-cos—- 
2 2 
——í(a—b 
B C cos- a ) 
—-eogt .< . .. 
2 


1 
COS Ei 


sin CA 4 B) eos (a — b) 


&n -—— "n - UT oc (13) 
MIT cCOosS—o6 


2 


HR LEE EA, PETS: 


sin L(A —HB) sin--(a—6) 
1 B 1 i O4) 
COB—- e! sin-5-c 


2 


eost AB) eos 二 (q+ b) 


. 1 
in— 0 :OS—— 
5 a cos--ec 


— 28 -— 


1 1] 
cog 5 ki E) E uin 2 T 2) (18) 
sin E singe 
Ze3X 613), 042, 015). (16) 的 得 -- 直 都 代表 同类 型 的 三 个 公 
XX. AHARI, FAALE A n BB RS CE XBCR ENS 
By: 
1” ARo T Je PEU PORMIERÓROEÉ. 38) TER EARE 
EM 
2" iB TELE. DESTRA TEX diim Te 
3E. UA tear TEFA, 
S" Baie T EF, MM T E EE A a T EF 
和 , A atia D RE. 
+” — JEN TERRBSLCES0D-35-T u RaRa 419 
Bhbk5S — EA 8m 434-8 4558 58 3C, 
E. ASEA4TRAZIGA 
过 公式 (15) 队 公式 (13), 得 


tei A+B) cosi (a— b) 


i = 一 (17) 
etg e cos - (ap b) 
YAT ERA OA, 得 
te 二 (人 一至) sinl (a— 8) 
1 一 一 ' (18) 
| cig-, C sin, (at b) 
EAS MERAMXO,),,8 
tg-5 Ca b) cos T- (A —B) 
-一 一 一 一 一 一 (19) 


tiere cos ICA +E) 


一 


EE ENBNIES TA SUBE 


ta-(a— b) sin-L( A-B) 

: 一 —. (20) 
tre sin (A B) 

这 些 就 是 有 溃 的 而 在 测量 学 中 常用 和 到 的 精 白 尔 公式 ， 它 每 一 
个 式 子 部 代表 局 次 地 的 三 个 公式 。 

FUGA EI RAR, 可 得 到 一 个 很 好 记忆 的 公式 : 


ted A+ B) tg L- (a+b) 
- = (21) 


1 1 ? 
ig-CA— B) tezlab) 


mem eun. 


TEN HEA, HTE eiir RAES CERTI, 
b pelt E KEFA IL h SD, R AERA, Ae 


tet Cap 6) -La +b), 


tel (a— 5) 2L (a 6), 


1 
Cr 一 一 E 
iz 7 A F) a-Lb 
] a5 
说 吉村 一 
2 A-B) 
第 二 章 习 E 


1. SH E — BUE 5 — fae nte ce. OD JA AERA 
FIESC IpZuEGMGA; (2) M88 EAR aX ORREN 
Wao 

2. WAHA REA SACRE EMEA 1E DIAM, 

3. ALS 3 eui S GXGE EBH EXE AE HZ C, 

4. 将 边 的 余弦 公式 疏 化 为 适合 于 对 数 计 算 的 式 子 , 如 : (1) 已 


— 98. 
&na,c, 4, 3e 5; "22 p, m a, b, e, cR A, 
o. 45 füi'g dedic ax e eoe FECE ARAT, 如 : OL. 
4n B,C.a, E A; (DEA A, B, C, o a, 
6. 将 余 切 公式 改 化 为 适合 于 对 数 计算 的 式 子 ; 如 : CIO EL Amo, 
B, A, 求 a; 20 E, m a, e, A, OR B, 
7. 在 球面 三 角形 中 , 设 A — av GRE REB 53 b, C 与 相等 或 互补 。 
B. gr D AO EKRIEI— f8JE AB WIP E. 求证: 


cosb + cosg = 2cos Lec cogC D. 


9. 规避 为 球面 三 角形 边 AB 上 的 任 一 点 , 求证 : 
coosasin AD+ cosbain B D-— sinccosC D. 

10. R PRANA ABC 与 A'BC m, AB-A' B, AC 
= A, BH. A> A', dx gib. aa. 

提示 : 利用 余弦 公式 cos 4 — 9959 — cosboose 

ain bpinc 

l1. 利用 村 兰 布尔 公式 证 明 : 球面 三 角形 性 二 过 之 和 小 于 、 等 
于 或 大 于 1807, 应 观 其 对 和 角 之 和 小 于 、 千 于 或 大 于 180° 而 定 ， 反 
Pratt ANS 


* 


i 1 ] 1 
5 2 . =- ES d. -一人 
12. EPB. otg D Acig 了 五 ctg —C eso p. 
此 处 m ] sin (p—aJ)sin(p—b)sin(p—ce) 


Bin P 


3 1 1 sin(p—e, 
- n H - 一 一 一 -—— -一 由 
13. SEHB. (1) tg dte 5 B ^ np ^" 


1 l4 9205(P — 0) 
(2) etg, a oic 3? C exP ^ 


14. RE Bl E S& xü ER dg — j8 JÉ Pg: (1) sec A=1+ esea: 
(2)2 cos Lasin A =ł, (3)ig” a= I —-2cos À. 


15. CZAJE. # b+e= 180°, Wasin? EBE + ein 2C — 9. 


— Ig -一 


16. RE 8, 9, V» 4X HRSZ A EATA 4， B, C EANAN 
TEP $8 B XC [B] 2E, 求证 : 


ctgg cosp A+otgpoos -B+ otg wUoos ic = ctga +t ected 


+ eige. 
17. ig D 5i E AERE EI — TRE f pE AB, AC 的 中 点 ,求证 . 


sin lpzg- " sin La Enc n 


第 三 章 ”球面 三 角形 的 解法 


解 球 而 三 鲁 形 的 问题 ,有 上 凡 下 六 种 情 问 : 
1l BAZH, 求 出 三 前 ; 

2^ E= fn, RHE; 

3”  BLAnBSIULA XC H, 求 出 其 他 - -WAB f8; 

4” Eam fü A Jc 3d. cR Hi dCfh- -4 S vai; 

5” Bak AA cR HE dA. x5 56S 15; 

6" EASA H, ze Hi dod BAA. 

BUB X ZEE BIS SR BS BUD ODER, 
不 过 , psit Heu Ee, 有 的 由 起 来 不 太 便 利 , 所 
每 芋 果 的 礁 确 程度 也 不 同 。 所 以 杆 解 球面 三 角形 时 应 惟 锋 具体 情 
况 ， 对 公式 应 有 适当 的 选择 。 下 面 两 点 可 作 汶 学 者 在 选择 公式 时 
mz 5: 

17 RAHE TPRI RAJZA ELBE GER: Dd HEP B EH 
公式 (第 二 章 $7)、 和 年 边 公 式 人 有) 、 德 兰 布尔 公式 ， 移 白条 公式 
(8 9) . ESEMS 3), 


— 80 — 


2^ UE AE 


-一 rd irt ra arae 
€—————— ra ee ee er 


一 


TE " OMERE ERRER 又 因为 我 们 所 RERE 
于 180 ”的 , HiESEOE PASEAR AOL RARER AR F 90^ 89 
Hr 907 的 ), XX fü nti Aa RE, AR M eE 
Riha t. BRDAISdE HBBEUL. HR AEEA Hj pk HORA 
TH AAE, AUR r ie CUm. EEDE 5 AAAA 
种 情况 ), EIES 


S2 BAZE 8 — £335 


着 也 知 球面 三 角形 的 三 过 m, be m AQB.C TAGi 
次 间 题 , 可 用 让 的 余弦 公式 


cosa 一 cosb cose Tt sint sincoosd, (1) 

AL PT HIE f a at 

， 4 np 5)simn (pe) 
in 2 sinbsinc (7) 
A {Bin psin(p—a) 
或 cond 4. Sin pen (pa) sin b sinc i (8) 
T tg dl | Sin Cp b) sin Cy b)sin(p—c) . m (9) 
sin p sin(p—a) sin(p—a) 


显然 ， 根 据 上 节 我 们 所 提供 的 选择 笨 件 ， 最 好 是 用 公式 
(9) — FREAR AE, 为 了 计算 方便 些 , 可 把 公式 (9) 改 写 
EE Daum mE. 


fi U a= 70^14' 20.5, b — 49724'09" 5, c= 3874610 ^. 
试 解 这 球面 三 角形 。 


wm € 


1557 24' 40! 


— 31 — 


m j colg m 0. 64558 

p 79 ]2 90 lg etg 54 9, 83831 

p-a B $7 59.5 lg ctg $B 0. 34196 

g-b 29 48 10.5 lg etg &C 0. 45736 

p-e 40 26 10 HE 55" 2?5' 883''.6 
lgsintp-) i 9. 19278 EB 24" 28! Q1. 7 
lg sint p-b 5. 69637 ic 19° 13! aR? 
lg sin p-e) 9,31198 A 110- 51 17.2 
colg sin p 0. 00775 B 48° 56' O03, 4 
hg m? 8, 10883 C 38° 26' A6'.4 
lg m g. 


记得 结果 是 否 正 确 ? ARER. RIR TkH, dH. 
十 据 公 于 的 蛇 租 和 查 对 数 表 的 方便 , 以 正弦 定 则 


sing — sinb | sint 


sin.4 sin 5 sing 


PER BoR L ELIE RE IUPJ, tiek T: 


dgsina 0.97361 | Igsiab 9.88041 | lgsinc 5. 79670 
igsinA | 8.97057 lesing | 9.87735 | lginC | 9.79364 — 
| om | 0.00308 — | | 0.00306 


* 3. ECA- pfr AE 


TUO íwEK Un 7 f8 7E 8g — BpA, 5,0, REA a, bea 问 然 ,这 个 
Ri] err nf H fa Bu dendi dese 


Cos 4 — — cos D cosC + sin BsinC cosa, 
WEERA 
sip. — ,/ 7 298 P eos( P A) 


2 sin B sin C ) 
BLTEXU EAM 


CENG B )cos( P — Cc) 
Bin B sin € sin € 


— 3 — 


来 解决 , 但是; 棋 据 我 们 在 $1 中 所 指出 的 理由 ， 则 应 以 年 边 正切 
公式 


I — eos P cos( P! — 一 4) — ovol P — A) 
cos( P — B)cos( P - CO) M 
25 BS S 

$3 i xn EK T — fü gJE dH — fü, 4-199^05'20" 9; B— 
—-142*12'42". 4: C= 105"08'10", ex ft ix m — £0 7E. 


P ië i8 06. 3 2 
P-A | nü QT 48. 1 lg tu i h 0. 222313 
p—H 486  ü0 25. 9 ! lg te i c 9.76219 
PC B3 04 36. 3 "n 
TU t h 
lg cost P — 4A) +, 71020 j| ww" gi oF 3z 
ig cosi — HJ 号 . BALTZ | la 73 t8 35 
lg cosi P C) 3. 00TA 1 3 0 3 
culg (-— eos F) ü. 03448 -»* 4 
lg Jf? B. E3719 a 135" 49% OBr 
lg M 9 31859 b 146 37 10 
colg M 0. 5141 ! c BO o ùp 
5n 9i 
ji 
lg sing 9. B4320 lg Sin 9. 74052 lg sin c 9.95791 
lg3in A J. n99 lgsin H 9, T8728 lg sin C 9, 98467 
9.45324 | 9.95324 9. 95324 


$4. [!*0PA34 A c8 BERTI £87P5 


MEARE — f II gdiu a. 6 及 其 夹 角 0 时 ， 求 这 球 而 三 角形 
的 其 他 无 索 A, 五 和 和 c， 行 物 来 考查 第 站 帝 的 公式 ， 我 们 会 发 现 膝 
Ri P AZ ACRIEERCRE EL RES GE Ing: 先 用 稍 白 尔 公 式 的 第 一 ,二 式 


— 83 — 


1 cos 了 (ab) 1 
tef AGB 一 ——cig—— C, 


cosi (atb) 2 
2 
| sinl. (a— 6) i 
tg í A—B)- E etm 0 


sin (a-- 5) 2 


pe 


来 解 算 A. B: 然后 用 所 得 的 4. B 0l 25 HAS A RRA SS LO 


eos 让 AtB)? 
tbe 2 tg blatb) 


KER c, 
fj Eá as 10472315; b—67704'28": C-:38°17497, o& 
A, B Rc. 


a-b j 9" 18 45" | lg ta Li 4-- B) | 1.58916 
1 —Hh^ ] tH ga Z ， 
gem | 15 3939) 225 pude cae 9. 99062 
ath | i7} 27 43 | 7 
| ' | lL, AtB) 8B" ap gy" 
yetb) | 85 43 91.5 | 2 
1 . | Z Ani 44 22 58 
lc 18" UR 54",5 [| 2 
A 1892" 54' og! 
lg etg 16 Q. 43441 B 44  08' 36" 
lg eos l(qa-b5) 9, 97855 lg tg 1(a-- 5) 1. 12699 
Col cos ib 1.12820 j lg cos i CA a RÀ B. 41070 
lg sin ia — b) 9. 50500 colg cosa CA - B) 0. 14584 
colg sin T (a-- b) 0. 00121 lg tg le 9. 68357 
lg ot Lc g. 48441 25* 45' 40 


& rn^ 


515 号 二 gu 


S3. CABAREE 


GPOLAMSSGfS A.D RHR e. RRA a b dn C. RIF 
ix Bun, RA E HR A RBA E M LU XX 
cos 广 (4 — B) 


telato) e — 2 tin le, 
?os 本 á+ BE? 


1 sinl A eB) 
tg (ab) M te 


IR Hi afa b, 然后 根据 所 求 竺 的 o, 5 ii, PAA EA ZR SALES 


; cos-l.(a-- b) 1 
cos—— (am —5) 
2 
来 求 出 C。 
例 已 知 A4=126°1804"; B-:63?42'14": e= 106" 43/37", 求 
a, 5, C, 


En IS | 1 
An 627 39 50" J| ja tu Loeb; t. 119812) 
AB 31 17 55 f 
2 lg tg (a-b) Ü. 84587 
AB 190 00 15 2 
ATE | 95 00 09 | Jato 94* ap 94" 
E | 53 21 4&5 | 到 (一 可 a5 02 34 


TRPI onare: DEA — fy Pa SR fuck PUÜTEM, ERR OD rn e 
TUB. AARRE E, EETEUE IS THESE B — PS (OO ELDC I Fac Zoe Hes e PP CTI 
TUE EGRE TA TARRE, ac dei beu Eva (ECT o, Bless 
AAEH T: BARAT GOBIE, RUE AG ALIE ERE T OD. 


— 35 — 


, D. 12263 a 129° 20 48" 
lg t& , T2868: b 59 18 00 
-B n 本 u 
lg cos 3 5. 93170 lg tg FAE) | 1. 05783 (n) 
Li E] E 十 B 7 
colg eos —5— 1. 05948 (1) lg cos Lia +h) | 8. 817995 (n) 
. A-F Hc : 
lg sin 9. 71028 l volg eos J-(a— 6) ' 0. 08585 
li 2 
2042 HB ， | 
polgsin d D. DIEG | lg etg e | Jg. 02863 
|, 2 i 
lg te È 0. 12863 | c | 49^ 26! 30"! 
| 2 ， 
| 
| {7 | RB? na (uy 
feo a 
- : 
lg sina | 9.88815 [| ig sinh 9.93448. || ig sine 9. 98122 
f | 
lgsin.4 | 9.90698 | lgsin P | 9.93256 || lgsinC 9.99936 
9. 98186 i 9. 98187 | 2. 98186 
E 


56. CAPA RHR fa 


AE &mERTÉE — PEE Gg PHA a, b k- A, GRXXERIBSDILRLTAJE 
BAEIT B. C, c. WAPARE GAUCHE PEU ELS AERE E 
有 了 两 个 球面 三 骨 形 适合 所 给 条 件 。 如 图 20, GF ABC 为 适合 已 知 
条 件 a, b, A 的 球面 三 角形 , 更 在 作 一 个 以 人 CQ 为 极 、 以 & 294 Ep EE 
才 图 交大 加 AB. F Bo XR. 球面 三 角形 ABC hiie At 
a, b, A, HARE 8 9 VEI 
V &n, B= 1807 — B,, 

这 只 是 多 rE mit 
的 , EERE Ho XX A FEE EBERT 
HB GUN - TD Aikat UH PE COD 
JAC2OSR. A e HAERES 


—.36— 
[EEfa A [RIA B, 的 变 点 本 能 只 有 一 点 是 台 理 的 ,可 能 说 有 合理 的 点 ， 
也 有 可 能 愉 变 于 ~ 点 或 检 本 不 相交 一 一 这 是 因为 我 们 所 讨 痊 的 元 
素 是 小 于 180° Wy). 

至 于 这 个 问题 的 具体 解法 ; 可 先 下 正弦 定 若 


m 


ain nB-- „Sin A 


来 确定 五 , EEE $ 1 中 以 经 设 过 , iim e TAR RF 
90 的 号 与 小 于 90° f B). 会 这 两 个 解 为 五 | Bu Bi W 五 。 之 间 
Ig 3 vL a E 
B, B= 180^ gy B= 180" — Hi, 

ARTE RTR A T. dee EUST UP 1$ EGHIBOS d], singo 
Hf, B] 24 sina sinbsin.d EJ, HERSH AREO. sin Bz-1 不 合理 )。 

Rm TETTE ALEAT AATA Ei Zo FAR 1 8 GT 2. 
T TRARNE? 这 可 依据 下 者 事 先 检 定 。 


' [ 
A c£ berg" | 


rec TIER 
a=b H — H Sai) 
awb H aa5-18QU Eey 
| arb p om4bli-18Bg? E 
| 
b= 0° : a«b Hard BOB 
xb H nl A A 
nb oH a=zA B--m 
a=b "PB ER 
bl90" ah Houm45el180* Ad IDE 
ab H ahini’ A- -fF B90) 
| amb PROCEDE 
asb TOR 
1> h fl atbalsi A —BBE A ayir) 
ab Ñ a+ hmla CANT 
ach W numb RM 


a=b KAER 


-A— Her 


—97-— 


ESTE ub B oca b 130" A — inum 
| mb Hog ph qur BERE 
| e ch TRji5 
An | b«907 | ash WEE 

| 8b Ao rbal 4-88 CB«:907) 
| 1 awh IL g-Rbl-1B8U7 A 
| bun) ah AR 
| | alb H a= $- -fE 
| | al B ned 7-42 
| mb H REL Bof x 

| br-90* | ach H a bl? E- BRW) 
: ub 2n ei bsLIBU* EDpBE 

| a= a- TA) 

ahb HE 


注意 : E3UPGLAÓI BERE, Gy lg sin AEL sin B1) 时 出 
没有 解 。 

闫 十 这 个 表 的 证 阴 , 附 在 本 章 最 后 一 节 Ge., MEERA 
HAA, 

TE D JEI E HU. EREB Im. BHARA RARA 
98 LA (EX Vu zi RER H CUP e: 


1 cos (a — 5) 1 
一 cos (a 4- b) 
2 
cos- A23. B) 
tel -— tg d-Ca-- b) 


Ei,29 TREPA E IEBS, Xp BERE BE H EZE 
MERE T. 
Fi i a= 50420; 5—69"12'40"; A—44?22'10", Bà 
解 这 球面 三 角形 。 


— 88 — 
iki LEA, A90, 5-907, a--b Hag sin B 206 £3, HAR 
FETS- AT. — 8S. 


lg sin b 4, 97076 lg sin H B. 02H41 
lg sion A D, 84465 TET, Suy? 44' DIY. A 


colg sin a 0. 11100 | Ha [29^ 95! Qa. 6 


l(a-p)e —9*18'40', — l(awb)-59758'00". 


n BQ-87* 384! DAA H,—122? 25' 097,6 
T (A+B) 50 58 30.7 83 28 39 .3 
T (A-B) -6 36 90.7 j8 02 56 .6 
lg cos Icat) 9, 00434 9. 90134 
colg cosg (a h) 0. 30081 0. 30081 
lg 好 总 (A+B) 9.91875. 9. 06278 
1 
lg ig ic 0. 20350 í 9. 85888 
lec 57" 58 557.3 12° 52! 157.8 
C Cy- 110^ 87! 507.6 | Cs-25 44' S1".8 
ama mer e eoe et Te Le Te Te Ee Ten TR s | lr hi =" MT MT D Turc LE e E nil 
lg cos -È CA -- B) | 9. 78910 9. 06084 
colg cosi (A-B) 0. 00289 Ü. 109625 
ig tat $a +b) 0. 23827 0. 22827 
1 
lg tg $e (0. 04028 9.40876 
$e 47° 89' 086.9 14° 29! gp ë 
e c7 985? 129 160.41 c, 28? 45! UB. 9 


— 89 一 


; [ 

lg sin n 9. 889N9 lg sin ^ f 9. 97076 

lg &in.4 9. 84465 lg sin B 9. 92641 
1 


o 04435 | Q. 04435 


| 
lg RL 3, 098814 | ig sin ro 9.602215 
Ig sin € 9. 95370 lg sin Cz 9. 6378] 
0. 04485 | 0. 04484 


14 2. Eaa c 一 30 4520” 5—69?12'40"; C—i4472210", 
求 A, y H, 
WR ERA 11 行 , 这 题 没有 解 。 


877. CLADPH ES Ee —ÓS E AER t —3532 


wE Snp S 4,.B 及 一 对 边 4 RMS AER 通常 也 有 两 
TEES WR 21. BE ABC DE UO, m PP. B, a 的 球面 三 角 
形 ; EKKA LB. AC BRZEIETY. ds, 
Hl A= A 5 dA; RIAC A.L a WEF 
AiL EZAR 4:8; T5. WHA -E 
85 TER Y, APAE =B — B, ARER, 
RZE ABC 也 适合 已 知人 条 件 . H 
了 十 bs 一 180*。 因 之 ,这 个 问题 通常 (只 是 
“通常 ”) 有 十 个 解 。 当 然 ， 也 有 一 个 解 或 
没有 解 的 铺 况 。 

关于 这 个 加 题 的 上 其 体 解 法 是 : 先 和 村 用 
ri: od; xc HU 


| 
| 
[hy ji a 


í 


Ee 


0 


sin 5 sina 
sin. 


ginb- 


求 出 未 知 元 素 5, 由 于 所 要 求 的 元 素 忆 只 是 小 于 1807, Bie fex ue 8 
AWO. ESTE b b. H. bit b= 180°. 当然, 也有 可 能 只 有 -一 
4f. HEETE sinbol, 8 sin.A-sinasin. 的 情况 下 ,， 根本 就 没 


ad R 90° 


AB 

i— B 

4dz-B BH dee BeIBO 
A> E B 44B.I80" 
A-BEHB Aza 
decns Ara 

AZB j A= 

AE 


A 
A -fe Ch a 
d — pi hagen 


E907 


a -90* B907 


| 
| 
| 
l 
R=% 
| 


AcE H A-4BISiB0" 


4d «cÉBAdH-—iB) 
A-BH A BIl18)0*" 
Ah 


AZE 
Am—BB4aB-]836S 
AI-9BHBoa-Be9180* 


A --ARIDDOS) 
5L E 


AH dc H 
A-H 


AZE H A4 BZ 
ATH 


AZA 
A> A A+ B180 
dc BOT d BILBO 


B-90* 


AZB 

A> fH A=a 
A>B H Aga 
Az-HOH dla 


BIO! 


AR H AT HI1850* 
AB OH da el807 
A=B 
AB 


2-90) 


BA NE 


E T E 
3 世博 定 解 


aA E 
Hf At 


H- E Cb«2907) 
5-8 
NECEM 
有 一 饼 
8 PER 
EIE 


c amar 


dy 8 b--99*5 
BAN 

H- -RDS a5 
4E 


—41— 
有 解 。 

全 于 在 什么 情况 下 有 两 个 解 、 个 解 或 没有 解 呢 ? ix up DW 
E36(40 ER EIER AE, l 

注意 : 工事 中 几 有 二 解 的 ,车 dgsinb I(E sind > 10i, Hj 
[ERE 

aX XERPREBH, PAEO xdg — TE I) ER — 15 JE ABO 应 
HAETT P, EF a 180" — 4, h= 180? — B. A,— 180^ — a 
等 关系 , Ubi EOSEASCBIXA T ae P eds RS 

Hiis uz se HRR SS b a HJARA RA kA: 
式 与 第 二 式 ( 或 第 四 式 ) 来 求 c 和 C: 


1 cos-——(a—b) 
ig, C= 1 eig——' A+B), 
cos——(a-r b) 
2 
1 
1 cos- A5) " 


1 
eos, CA FE 


4[1. Eg B— 707^; C-—81?90; b—192*40', X RAE ix ERI 
三 角形 。 

由 了 于 5:2907,0.-—90^7, B— OC, prae 883 20 £g RB AXX RT AH PE 

£9. E&n.4-—89^45'; B—100*15'; a—1257?30', Æ b,c H 
C. 

因为 a 一 30", 8-90", A-- B HL.A 4-B-- 1807, Ar da xe fedi 
四 行 , 这 题 只 有 一 个 解 , HAM b KP 907, 


— 42. 


lg sin B 9.99301 | ig tg Latn) 0. 13802(n) 
colg sin zf 0. OO | i 
lg sina 9.51069 lg cos JÉ ALB) 8. 84030 n) 
ig sin |o 9.50370 
j | s l(A— 0. Q0188 
b | ip^ 48 ooro gen ID JUMESS 
一 一 | ig tg lr 3. 07878 
-AtHB 05^ (QU 2 - 
1 le B^ n 
ICLES —5* Iy 2 
i | c 13° 40， 
goth) 126° Q8 | 
lg etg 3C B) 8. 9419560 
$e- b) —Q* 3g | = 
| eos d. (a — b) 9. 90997 
| colg eos Aleth) 9. 229596n3 
lg tg $C 8. A714 
1 nm x 
Po. 8" ag 
3 
C 16s 52' 
Bn TA 


lg sin «t 9.91069 Ig sin b B. unn lg sin e n. 37841 


lg sin A 0. 0000H || lgsin 8 7.299401 lg sin C 9. 16262. 
B. 91069 | 9. 81669 9.91079 


m 


8. TII TEES 103 Er BE TH 


TELLARPKU — ARRA a. 6 区 一 对 月 4 来 求解 时 5 G, FANT 
一 个 表 来 刊 引 这 样 的 钟 有 一 个 、 有 二 个、 WeCHRGEEUDÉE. PECA eit 
We] Fe A T. 

首先 我 们 对 葵 a 一 b 的 情形 。 因 为 a=b, M ASB, FHRMBSEDERAGUM 
一 式 和 第 三 世宗 为 


ctae = ig A cosa, tg te = imacos. 


— 43 -一 
"mr L C, - 小于 30”, 出 cte d C ,tg 二 cig, WAAS a 


VARRE 90” RAAT 90 。 册 本, 在 这 种 情况 下 , GAS 
a ARRA S07 或 不 同时 小 于 90°, HUIYCH 2E: 35A 53 e 辐 时 大 
T 907 wim EAF 907, RH Em B EUST ECB4); 454-8 


o 者 是 907, Rl cte C 与 taye 为 不 定 , TERREN. I 


RENT der = 一 上 的 各 种 情形 。 
青 , 我 们 来 讲 论 其 她 情 况 。 由 公式 


sin B — S2 gin A, (3) 
EA 


只 要 sinbsin A> sine, 就 没有 和 解 ; 而 当 sinbsin A j> sine 时 ,BB 就 
可 能 有 两 个 解 ;分 这 两 个 解 为 五 | E. EAR, Bi B.— 1807, 3g 
方便 放 , 不 妨 假 定 五 ;一 五。 

由 第 一 章 55 PER Y MERI YEA- B 5 a—6 Wii ag 


ruat rar m ortae o LP LIT La a ror PP IRL ri Inu. ar PII LIP EU. LIT I Rar IT Re 


vidil NAI 


pe 法 来 证 明志 中 PP IE 88 " n 为 了 各 免 文学 
Ir] EET. RAP EL SEEZIEHHJL ATTEN T. baige ER 2E HE, 

ix AUOD, bagt, ab, 在 这 种 情况 下 ， 公 式 (3) 中 节 ] sini, sinb, sina 
都 为 上 上 mime 
不 等 式 的 日 :| 和 Ba 都 是 合理 的 , 这 就 是 部 , HSREEDAPHESCDÓNN Ap rr 
HRI, 

AARO ADR, 

EE ERREA H S ET, GXHT 4-—90^, 5-90?,5-b; M atb 
行 中 于 180".5€-F 150° AT 180" 42r. X uatba 180°, EAn, 
Hpi zinb 


sina 
AOTER m B, (HB e A190° ph B, WAAT 90?4) 为 不 合理 。 
HAR FRA — AE (A90 RT Ep H F 8955 dw. 3f 
ad. b —180^, Aj sina —sinb, 由 公式 (3} 得 B4. A, AM B>A, 出 第 一 次 $5 


=i, AE sind-simB.Byb Aap ABa 而 满足 于 这 两 个 


-—lCcavb, Hoa-cb-180?), Hl sint esinda, Bl, 4e 4 8g B, 


TEE Y porre YA, Hii a=b F boa iXhLPR HERTE ab RO. BRE 
HERI B, 5 BQ dE X, SUDDRERIR PER. Gy atb 1807, Xp/AGKCD GB. 
il P sinag-sinb (CSadbL180", Hp arb), Hü emd sin, FE BA, 
B>A, IXa T Aa AOIRA: AGF. XX bue HH T p GTASA 
aie 

用 同样 的 理由 和 方 渤 , A MARERA E hA S TR. 


第 三 章 M 

1. i5, 4n Siu REEKIBI — f E: 
(1) a= 82*1117", b= 6471921", c —31731/80". 

A A= I1I9"41' 40", B —529719'30"7, C — 29770016". 
(2) a 171^1812", b= 54?0716", c — 13^09'24". 

JE. A 173748'52", B — 144?44'00" , C = 14874048". 

2. ELAm — fa REXKIE — HE: 
(1) A= 62*05'40", B= 54?36'10", C — 70?14'30". 

Jt. a--307"04'56",5— 27732/22', c 39 15/48". 
(2) A—4775912", B= 180^46'58", C = 56? 48'52'". 

7r. a= 6073141", b — 117? 98 18", e — 78? 42 268", 

8. EL XU pg xg A HESS SESK IBI FOE. 
(1) a= 10422315", 5B—67*0428", C-- 3621749". 

"HR. 65178120", 4— 1325122", B — 44708 36". 
(2) a— 10574000", c — 82*21'14", B — 70? 5610". 

4r. b—81^10'58", A— 11225618", C — 57^ 54 84", 

4. E, &n ps fa E Hcc, SERIE — 183E. 
(1) e —84?99/84", A= 5973216". B — 77? 1820". 

"t. a-— 8625988", b- 42? 4641", C= 54"96'00". 
(2) a=66°32', B=111°32', C 75" S1. 

4X. b= 1107^16',e — 84*80', A— 63°19, 

o. EL npa 3 A A 78, 解 球 面 二 人 角形: 


— 45 — 
(1) a—112^40/26", b= 58*27'42", A= 98722'40"'. ' 
4€. e-—1292727'90", B= 66702'20", C — 115712532. 
v (2) a= 54718'16"7,c— 07?12/25", d= 51?18713". 
Ze: OL. b5.—124^12'28",.8,—127722'00",0, — 72?96'45". 
b= 78730'46". B= 70?26'18", C,—107^83'15"". 
(3) «—132?40'21", b= 120?53'35", A 88^59/49", 
Tr MAA. 
(1) n—54?12'28", A—66^10'49", B = 41*00 24". 
4. 44—484.b-— 75?84'37",c— 69*25'10", € — 91?39'24". 
(2) «—61"0519", 4—59?30'10", 5— 78? 13/22" 
答 : 有 二 解 , bi = 76 733'00'".6,— 02* 55'80", Ci = 100"93'28". 
5b,—1037?27'00", e,— 142?49'48", C, = 143^30' LI". 
(3) a= 72^ 13'14", A= 112712'48", B= 82^50'12". 
7m. AAR. 


第 四 章 ”直角 球面 三 角形 


$ 1. EE SASAE A 


将 角 球面 三 角形 可 以 有 一 个 、 两 个 或 三 个 将 角 。 含 有 三 直角 
的 球面 三 角形 , "E Ber 26 — SIR CER 
29), MARA lC PE HU ERTR — FUE 其 对 
fS UPEIO— «RENE, TEELE 
HAEE (为 什么 ? ), 所 以 含有 三 个 或 
两 个 让 前 的 款 面 三 角形 ， 其 按 角 关 条 都 
是 确定 的 ， 就 不 必 再 去 研究 。 本 章 所 研 
完 的 对 象 为 含有 一 个 直角 的 球面 三 角 goo. 


发 球面 三 角形 ABC H, C=90°, 于 是 cosC —0, sinC — 1, W 
BE E S 1—8 5 BESERU SS, 我们 有 : 


1 | cose = cos h eos ad sin a sinh cost | | cose = eox acosb | 1 
(3 | cog — - cos H eos C -+ sin Bein Coos c cos d — sin Beos n | 2 
2 i cos EH = — eos Ccos A -- sin Csin A cost | cos A = sind cosh | 3 
i 2 | tos C — = cosA cos B nin Asin E cose coses eted cteB | 4 
$9 ll AT 一 ane | zin a= sin. sinc E 
3 anh. sno | sinb=sinBrine | 6 
8 | starsin b- sos oos sin ctg d | sinb—tgactgA | 7 
i Be | etgbsina-—cosacosC-LsintCetg E | sina- tgbotg B ds. 名 
a | cie esina-cosacos B+ sin Betgc | vos B-ipnectgec EM 5 
8 ctge sin b = cos cos AF sindctgcC cog A=tgbetgei 10 


XX AAE ID iG ARES AEM, HUE 
Pi "T EU IE AH — FOU. 

当然 ， 这 证 个 公式 岂可 和 不 供 生 于 第 二 章 的 公式 而 直接 推出 
CA TAA BE). 

EB xf iEC—907. 3146 - 907 mE B —90^, 内 要 把 公 
says nd PEUT T. 


8 2. AERAR 


ATIE FOU pH s ied. AA CLIE RF TRUE UD FR Cg 
EF TR}: 
假想 一 个 球面 三 角形 , "E 89 5534 a, 0, 90^ — e; o, b 的 对 角 汶 


90* —4 和 90^ —8; 55 AAA C 
而 不 标 出 其 符号 (图 23), TERENE 
BÉ. ELSE MEE a, 907 一 B,90" —c, dot 
90" — 4,5, MERKRA: 对 于 尾 
E 

(1) 两 相 令 元 类 的 正切 之 积 。 oo 一 一 


rr 


(3) 两 本 对 元 来 的 余 站 之 积 。 mom 
filinm. MIELA 907 —e, 'E ig mj T AHOBoCoROS 90° —A I 907 -B E 
Ig BH THERE DU eco. 于 是 

sin(90* -0 = tz (80^ — Ati (905 — B), BI coses otr A- etg B. 


sin / 807 -— 6) = cosacos’, ËR cosc— cose cosi. 


XXE ETE PB, 


8 3. [fi fSxkiu 4 DE Img 


gr 8 1 oci RRRS HDE AES EZ EH ETA 
合 有 有 于 全 元 过 ,因此 ,只 要 知道 三 元 素 四 的 两 个 元 素 ， 束 可 虚 解 出 
这 球面 三 角形。 而 且 这 些 务 式 都 是 可 以 直接 到 对 数 的 。 昌 然 ， 第 
ZNE TS 9 paR a Ak e a Hisce iE T6 skim — f 
W. nre — Scr pei BS EE IB IE, GEL RID AE 81 AEEA SERA 
要 简便 得 多 。 

在 实际 应 用 时 , XR EEE Pm SEE. 

村 


rr 


M 下 


(3) 按照 公式 (3) 


COAC = cosmcoa b, 


HEBA a, b 同时 大 于 907 或 同时 小 于 907, 则 cose f9261E, 因 志 


Fh c 应 小 于 O90", AAAA a, hcH—qdo XA 9075,55)— 4 ME 
90^, Hj cosc 25 fi, MERA e MAR F 90°, PTE, 
TEA BERZA, Aa HLZIBIBIADCG- 90 ”或 同时 小 于 


(3) 校 照 公式 (4) 
cose = eig d-ctigB, 
E PRAIS A A, B AEPA 907 ISIN AIT 907, HUASTULO hT 
907, E A B WEE —4-X-T 90"， 而 另 一 个 小 和 于 90^, MERE ea 
CE 90", AX SR RE. 


MITTIT a ane a Tra n m n n noe ns Vna arta a ter i ar i Pn rar i a a a T PP UT IIR RT e I, er A Rei Rm m Pi, 


e ree a a e. ga 


(A) TERES C208 07) 
cos A= sin.Bcosm, tga= sinb tgA, 

由 于 sinB, sinó 永远 为 正 , A] cos A 与 cosa 的 符号 相同 , tga 与 
tad 的 符号 相同 , 因 之 , 4 与 和 必 同 时 大 于 90° 或 同时 小 于 907, 这 
RA Je det: 
F 80^, MEE 

解 直角 球面 三 角形 ， 昌 有 六 种 情况 ， 邵 : (DEL AnPAIÉ füih; 
(2) 已 知 两 角 : (3) BASARA; (4) EL Ame I — f; 
外) 已 知 一 直角 边 及 其 令 角 ; (6) P, 4m- — il fu cor fh. 

这 里 , 我 们 未 必 对 每 种 情况 一 一 举例 或 加 以 识 明 ,而 只 举 出 下 
HA TAF, 

181. pmi ARE — £6 JU It BÀ A EC fü XI a- 15273124", 
5 一 51 12083 ， 解 这 球面 三 角形 。 

对 本 通 有 用 的 公式 有 : 


一 一 9 一 一 


tg a tmb 
Cose = Cog cosb, ig 4E. T tgB= i£? 
sin 5 sinrr 


网 时 根据 本 节 所 提示 的 注意 事项 (2),c 必 大 于 90? ; 棋 据 社 意 事项 
(A), Ad HAF 90°, B wh F 90°, 


lg tg r 9.21624 t) | lg tg ^ 


ig cosa |9.94802 (n) G. 00475 

lg cos b  |0. T9697 colg sin b |0. t0326 colg sin a 0. 38598 

ig cos c 9. 74490 (n) D. 32480 in) hz tg E D. 43070 
f: 123* 48' 20" 146° 17'090" B 69° 33! 54!' 


TE 3E Ho ARR Ro AEG, 可 用 本 章 81 的 其 他 基本 公式 
72 F B, 如 用 公式 (和) 


ig etg A D. 175009 (n0) 
9. 38930 "[ EaR GHH 


9.74499 (n) 


lg etg H 


lg cosg 


£9 2. 巨 知 商 角球 面 三 角形 的 - «ifi fui a= 122^30'00" 及 其 对 
$1 A= 12072020", 求 这 球面 三 角形 的 其 他 元 于 c b, B. 
Jà£ FH se 


sina cog d. 
nA’ Cosa 


又 根据 本 节 注 意 事 项 (2), AA S 8 7 p 25 行 , 本 题 
PET. 


sine = 


sinb-—iíigactuzd, sinä = 


9. 92608 
0. 06396 
9. 98908 


ig sin a 


9$. 19581 Ig eos A 9. 70839 


colg sin A 3.76785 eoig cos a 0. 26078 


9. 96216 lg stu B 2. 97317 


68* 43! a9 | B 70° 04! Q2! 


lg sin t 
UI? H4 ADU 
192“ 15' 14" 


i 


113° d 21'' D | 109° 53 38! 


- 


XREN, HOJA TS PIEXETHIB HOD. ObXeUPPSAOGTSEAQEr 


— 50 — 


(c—112715' 14" TT 4A! 467 
5 —66715' 39" b —113"t6' 921" 
B-—T0*04' 09" B-—109"55' 58" 
"VES CJE 
xp" — , P FP y Sin CB — 5). 
I. 在 球面 三 鱼 形 ABO tp, FF C907, gy SPI ENS 


(1) tgacosc— sinb ctg B. 


(2j sin(a — 5) = sinatg pA UU sin 5 tg B. 


(3) sin (b--e) —92cos* $ Acosh BGC. 
(4) sinfe—a)= sinh cosa tg 45. 
(5) sin (e— 5) —9 sin? Í 4cos b sin c. 


>. al ,sl 1 „l "mi 
上 - — 2 l1 u — L r EM 2: 
(6? sin g €7 sin” y acos 5 5-- cos b "Sin? 3 b. 


(7) sin?4 — cos?B + sin?a sin * B. 
(B) sin"*Acos?c— sin A--a)sin(.A —a). 
(9) cos*Asin*c- sin(c--a) sin (e— a). 
3. se A CT aR —— RETE ag üt fS TH C Ae IB) E SERE E F| AB 
而 与 4B 相交 于 D, 求证: 
(1)etz*C D — ctg"a I ctg?b. (2)1g?n = ig c tg P). 
(Sotg*C D—igADtULAD. 
4. 设 ABC vn, C—9075, D 26 AD 的 中 点 ， 3x RE: 


4 gin? C D cos? Le- Sin gin ?b, 


9- EL 5n P8 fp f8521 a — 487 54/54", 6 1971642", BET TRHE-— 


—95]-— 

f (C -—90?), 

^F. c—50^02'53". A = 7972944", B —16^06' 22". 

G. 已 知 —iÉ f8341 5 — 64^30'09" E 3E— 45 fa C —132^44' 577, FE 
次 角球 面 三 角形 (4= 907), 

"E. a—107*5618",c— 13574057", B= 71^34'20"". 

7. B. 5n $3] c= 60^21'19", 及 其 一 邻 角 4= 7272440", BEC HI 
球面 三 角形 (C= 90°), 

45. a-55756'32".5 — 27°58'09", B —32*39'23". 

8. P. np A= 4273851", B —63713'22", fag ilr fa sk ii — PUE 
(C =90°), 

a. a—347981'27", b= 48^19'01",c— 56" 4649". 

9. Eht a= 8370104", AiE Hii b= 73^02'12", f ig fü 
球面 三 角形 (4 一 90 )- 

管 : C-—66720'00", B — 7430/00", 0— 65?22'56", 

10. L,4n— é fá33 a — 10874136", Ec ROSE G A= 10273540", 
ty f xk ihr — SUE CC — 9075, 

TR. 43:-586:6,—103755'40'".5,— 41?19'28", B,— 49? 59'00'': 

€; — 76"04'20", b= 138^40'32". B, — 137? 0751". 

11. 8 [54m T Xj a P, 求 球面 三 角形 的 高 : 
(1) A-— 104^ 14'08", B — 6573920", C — 58?25'12". 

"x. h.-7038708'47",À, = 58?21'00, 4, — 65733'48", 
(2) «4—39?15'40"7, b= 56?49'10", C = 84?05'20"'. 

7E. ha = 4A875006". he — 34^41'307, 4, — 99"05'38"., 

12. E, &n a — 727*15'25", ka= 34^ 10'50", A—55?07 15", WIE 
面 三 角形 的 其 他 元 素 - 

"4k. 5—95738'58".c - 41735 18"..B — 120? 59'38"", 

C= 347?52'12"'. 


— DM. -一 


第 五 章 ”球面 三 角形 的 面积 和 球面 角 超 


$1. 妹 面 二 和 角形 的 面积 


在 兢 宪 球 西 三 角形 的 面 各 之 前 ， 我 俏 先 善 崇 球 攻 角形 的 面 
各。 所 请 球面 二 角形 , 就 是 球 匣 上 两 个 大 上肢 的 千 周 所 包围 的 部 分 。 
ul] 24, APTE AB HAE RAFA ACR, ADB, — WU UE 
ACBDA BARH AIE -A Rm PEU DGOS PS. 我 们 所 
BT i 23;kkdg E, 
AREE. BEIE H 43853 I8! ISI fik 
TREE. 756 e BedudgPAEPCPE 240, BN 
xt. Ep JOI RSS RA PERO ME PR Mt 
RES. A ER, ETA ACBDA 的 
TEUER 5s kin BULL IDSSC FK a 5 360" iE, 
B én 
图 H, U 3 
grr’ 23607 
RHEU ERROAK, r DREE, hiet m k im — 
TRE m m eU A 


U gge 7 "^ 


§ 2%。 球面 三 髓 形 的 面积 
裔 球面 三 角形 ABO 的 面积 为 3。 为 了 
导出 这 球面 三 角形 的 丙 积 ， 对 这 球面 二 角 


形 的 每 个 条 作 球面 二 和 角形 (图 250, BRE 4 
和 角 作 一 角形 ABACA xp B f fE — f8 JE 


— 88 —. 
BARBCB, W C fü4p — $8176 CACQBC, FEELT (D, 
d: 


BABQCB— Ye" r= A ABC AARC, 


ABA,CA— s ar? — AABC 4 A ASBC, 


CAC BC = mr“ = A ABO + A AEC. 


QC. 
80* 
HEZA., 得 
3AABC 4- A ABO + AASBO + AABO = kkas (A+ B+0). 
3E LABO 与 从 Ao80o, 因为 宅 们 于 为 对 称 , 所 以 它们 的 面 
积 相 等 (第 -~- 间 37 定理 人 ,对 
A ABC V S ABC t AAE OH A ABCO = Parr?, CE EK BI 3 AR ) 


T 2AABO+ 9r Tt (4+ B+O), 
O A+B4+C-180° ，, 
Bn S ve — (2) 
$3. MHE 


在 上 和 有 公式 人) 中 , A+B+C 是 球面 三 角形 ABC WER 
fu, 依照 第 一 章 8 5 ERE EK, d BC Lm flip AT 1807, mnp 
3. ^P dE) JE pP ff zdaskT 180°, FERRA FARE, 
FER TI fh EB Co "IER EK EIR d). ALA E RKE, BD 

EA B4 C€-—180?(Rog HE), (3) 


或 E—(A-- B4-C — 180? ag ERME). (3) 


由 此 ;上 上 季 的 公式 (2) 就 可 写成 下 烈 形式 : 


S= i arr? (ARE Po SE DOE SERO. (2) 
HLP o RAR A: 
Q2 E 2 gw 
S-—-aiSo0Q7 7" * (2) 
d EAS BE 25 ERES A: 
S= Er?. (2)" 


又 四 1 3t je — 150. — »06264"809 = p”, 故 公式 (2)" 可 号 为 


S--E s (2)!v 
p 

在 实用 上 , 出 于 我 们 的 研究 对 象 大 都 是 地 球 上 的 球面 三 角形 ， 
这 种 卉 而 二 角形 的 边远 小 于 地 域 的 生 径 , 因 之 , 球面 角 超 -- 般 仅 含 
UP, BREABUB AS C2)" 43 (2) 较为 适宜 。 

LABRO" 可 以 看 出 : 在 同 球 或 等 球 上 ， 球 名 三 角形 的 面 
£i skin faeit HUP. 

例 1 已 知 球 面 三 角形 的 面积 为 球面 积 的 点 , 求 这 球 醒 三 角形 
的 球面 角 直 。 

依 题 音 ， 7 


[o4 E = 60°. 
j2. W: 


a -£) 
200 a 2 
sin == ~ 


sin 5 smn C ’ 


NC -Z )sin( 0 - EJ! 


sin B ain 人 


因为 如 ~ A-CB-0- 180, BAP- 3 (A B0) 90 分， 
p-A-9* -(4-&) P-B-90 -(s-2). P—0-90^ — 


-(e- 4) 把 这 些 等 式 代 六 第 二 章 的 守 过 公立 (10,,、(11),、(12) 
的 第 一 式 中 , MIA E 


84. BARM — 187m 3 & 318 
求 球面 和 角 和 超 的 公式 


HAR E-A--B--C-180? Wr pUESIB, 3;rL5 nk E HUE S 
= An IREA ER xXx ERIS LI HOESERIS ER. R HAAA 
FHA, (A 3E GE EK — ÉDESBUIIIEI CESAR deu sk jh 
E. Bu o5 HH 958 — S P9 H PEE. DELE AX EE E S TC GEOEE AA ER 
TE Ljf8JÉBUIA-.f8a Ri. ded qd r0. 我 们 不 必 通 过 解 算 球 面 
ZAER AEH UR D. nde PEOR KE XX m f Eg AS, ABC BORUEF T 
Pp dit (5 40 aO e TR] ice p E FRIES) C 


cosi B= cos. CA + B~ C180") 
! t - 1 
- cos| 2-CA - B) (907 — 。 c) |] 
= cos (A+B) cos( 90° -二 0 ) 
2 2 


小 sint (A+B) sin( 90° -5C ) 


= cos-L-LA-- B) ein C 十 sin- A+ B) cos T. € 


cos (a+b) 1 cos-L-(a — b) 
一 sim C 十 -之 


i 
cos——e C08—-C 
2 2 


conta CD 


perm XE SACLBDRICIS) —— ik = HRA a 


— 56 — 


= | (eos 5- cos 2 一 sin sina) sin? lo 
2 2 


十 - ( eos cos + sins sin © cos? l | 1 


2 2 cos d c 
=| eos eo ( sint + cos sc) 
十 sin sin cos — sin? ZY] sec e, 
Br 
cos- E 一 | cos a cos. A 3 i 3 > freee. (4) 


x sin. E - sin[ A+B) -(so* -ie)| 
一 sin- A — B) cos(90* -10) 


— oos y CA-- B) sin(00* — Lg) 


一 sin 计 (4 E) sinto —- cos - (A+B) cos C 
— 
一 —Ó— — ———- eog -—— (7 sint G 
908 2 2 


cos- (a+ 6) 1 
sini. C eos gD 


到 -一 


Cosme 
2 


gesing e 
一 一 - ILS -(g-- b) neos la: *5)| 


M 


QD Pii Hi SE — 3 sh CLIDRICIS) 5 — 5 25 dii A xh 


— 57 — 


l sinc 1 J 
=y 2sing asin pL 


cos——c 
2 


en sing E = gin €? sin Csin -seo (5) 


用 公式 (4) 除 公式 (5), 得 


.1 

ain-—asin—b sin C 

" 1 - 7 SITL 2 sln 
2 cos-La cos 6r sina sin- cos C 


p^] 


sini-b gin ic gin A 


同 理 ， uy E--——Y-—4— 一 一， (9 
con -b COS—-6 十 sin-b vine cos A 


sinte sin-Lasin H 
tg lg 2 2 
2 1 


,1 ,1 i 
COB—-6ccos—-a-- sin—e sin-—azcos H 
2 2 2 2 


因此 , An SEL ak ra — HEELS L3 ECC HL ei, 就 可 根据 这 公式 来 
求 球 面 角 超 。 
8 5. 过 知 球面 三 角形 的 三 边 求 球 而 骨 超 的 公式 


已 知 球 曾 三 角形 的 三 按 求 球面 俘 直 的 公式 有 很 才 ， 钮 在 秋 量 
学 中 最 种 用 到 的 有 和 干 列 丙 个 : 
I. «E 8644] (Cagmoli) 公式 


因为 sinC sini Q cos ic. 


-g q| Sin Up n) sin Cp- b). [snpemntp-. c)? 
sine sinb sinzsinb5 


D RW TUGECEGGLCDINICR, 


— 58 — 
a 2 


ginacin?» 


这 等 式 代 入 上 上 节 的 公式 (3) 中 ,使得 


^/ sin psin( p—«a)sin(p—h)sin( p—c). 


sin-Lg -RE (2) 
Og8—-—u0 
a 
T. AAR Lhuillier rz 
sin LE sin- t A-- B2-C— 1807) 
NI 4 4 
tz— È S— q y --— -- —— 
cos E cos-— (d i- B-EC — 1007) 


OPsnqOA-B —180^— C cos o LA 4 ÉLEIsQ - €? 


PT os (A —B-18»-—90 — eos H A+B 180* —0)j 


LXI AT 0 C ) 


cos. A+B} H- cogs-- (180^ — (C ) 


"T 1 —- 008 


mr - 


cos-- A+B) 十 sin- 了 全 


— Se C 一 COR C 


costr 
2 


cos (a-- b) 


sinJ- C d sin-i-C 


O08 36 


eos. (a— 5)— cose cog Le 


E 


cos -(a-4-b) 4- cas 3c sinto 


C WE OCO FAAUE 


—- 58 -- 


osin L(g— b+e) sinL(b+e—a) 
— 4 小 izle 
i BOSE 1 COPY 
2cos- fat b-E c) cos (acc 6 — e) 


. 1 1 
lonia fae 
img P Osing p-a J Eepe 
m 4 i —b 


a 


~ ; 
N cos- peos i (p—a) cos] (p —0)cos (p-e) 


LE sin- (p--a) sin = (p—b)sin l(p-e) 


Bn 


1 
te E - ed. pte da) tg d (p—5) ig -+ (p-e). (8) 


6， 球面 三 角形 的 面积 和 球面 角 超 的 计算 


根据 本 章 公 式 (20, dán RLAmIÉCT EPIPIBAB ERER r, Aa 
计算 球面 三 角形 的 面积 。 一 般 球 个 径 了 是 首先 测定 好 了 的 ! 如 地 球 
全 径 大 移 为 6370000 ZR, 于 球 面 角 超 奋 交 可 根据 公式 (4)、(6) 、 
(22. CB) i PE (REEMA — n r3 FIT EE)RBL E, 
l. En — fü 
显然 , 这 里 我 网 所 要 用 到 的 公式 为 
E-—ÀA--B-O-—1807, 


5—-e48000 7^" 


£4  E.XrEEImBITÉRJERQIÍ 4-783013"; B-—32'35'16"; 
C —103725'12", ferki fa n e An dais s s 


DELL ECC, 


34^ 30! gi 


ri & - pn 

= 31242017! lg - i. 71911 

lg E 5. 09413 S l 

Iun ü. 60216 

lg r 0. 49715 
1 2? 
colg 648000 4. 18848 5 0. 60216 x r 

L] 
E. rais 


ASAA 81 中 所 说 的 理由 , 这 里 最 好 是 利用 伺 利 各 公式 
( 引 ) 来 计算 球面 角 超 。 

£4 已 天 球面 三 角形 和 的 三 这 a 一 69°15'"06”" 5—190?42'46", 
c—159* 18'34", d Ed S. 


2p 349" 16 26'' | L 


1 i 
lgig—» 1.82049 || WEE 5.89210 
P i74 38 13 | E | gw 0. 49715 
p-a [105 23 07 || grg 二 (pro)| 0.11808 | cole 648000. 4.18843 
pb 53 95 27 1 u S 0. 57768 
poc 15 19 29 lgtg a (p-b) Tb A 
lp |87 1906.5 1 3. 7817 r? 
2 ee 二 (pre | 9.12892 
1 ， 
4 ( p- 5 . 
2 { p-a) 2 41 35.5 lg ta? i E 0. 22226 
i . 
igg- 7 43. 
gp b 26 57 43.5 le elg 0. 14142 
1. 
1l 7 839 48. 
g P7 5 i 54? 10 95'* 
. 236? 40! 207 
£ zT 8)USQ 


E. (C. nBS d A 35 ft 

Ez LLnERIBDI — fH JE TOP o, b RRAC, RI AREE 
章 公 式 (6) 来 求 E. 只 是 这 个 公式 , 不 便于 对 数 计算 , 议 在 实用 上 ， 
常常 是 先 用 第 三 章 54 HUZPBSKRIBAGBB,J342K E. 但 有 时 也 将 本 
章 公 式 (6) 作 如 下 的 “ 改 化 ”而 解 算 五 。 


将 公式 (6) 的 分 子 分 母 同时 除 以 cos 去 a, N 


cd 


— 61 


tg dasin Tb gin C 


t E — 2 一 一 一 
2 cos 十 经 本 asin 可 6 cog C 
AT igm- tg d-acos C, 
tgx . 1 . 1 . 
——T sin—-b gin (7 sin-—5 tg C sin x 
la. cosC 2 2 
Hl tz =E 一 一 一 一 一 一 一 1 
cos—b-LF tgxain—-b  coszcosc-b-- sinxsin—b 
2 2 2 2 
. 上 . 
sin-;-b tg C sina 
Te 
cos(%-- 寺 5) 
Hh, 对 我 条 有 用 的 公式 为 


tx 一 始 立 acosO- 


sin b ig C sing 


cos (s — i) 


İ pa 
ig;-E-— 


对 于 其 他 各 种 和 情况, durch xnpg f Noxisss, epp op Ls Axe 35 ng 
方法 先 求 得 球面 三 角形 的 三 前 , HcR E. RER OS. XX UÍRACT X^ -— 
—JWEASEBH T a 


LII MED. 
L 世 知 球面 二 角形 的 面积 为 球 向 税 的 去 ， 求 奖 角 。 签 : 45^, 


2. 设 球 面 汪 角 形 的 而 积 为 丸 面 积 的 贞 ， 且 这 半角 形 的 面积 为 
AEREI, nO. (1) 球 面 民 角形 的 面积 及 夹 角 ; 


— 89 


(2) ER IBI — TEE ERR TRI E, 
2. EL ának TR] Pp 25 457^. 求 球面 三 角形 的 面积 。 


4. EL Ati TE = P8 TEAM TRIER D SCIRET D, 求 球面 角 超 。 
5. 已 知 等 边 球面 三 角形 的 面积 等 于 球面 积 的 十 ， 斌 水 这 三 角 


JE 893415 f, 
6. LLAmSRTR = f67E BG a= b= 60°, 090, 求证 cos E T, 
T. E C — 907, 试 证. ( Dsind- E sin l- asin lj see lc 
7 bin 9 2 a cg 
( 2)cos iE 一 cosi acosd-b sec i C. 
B. E C=90°, a=b, — E Sin a 
2cosa' 
9. 证 骨 上 恒等式 : 
sin( € -*E)- NEU psin(p—a)sin(p —b)sin(p—c) sin { p—e) 
2sinLasin-T oos 1o 
10. EPH. 
$ E)-ctelpiz 1o ate Ltp- 5yetg (po) 
I 7 p t E p p Hb 9 p e 


LL. RI THE TRE E — HIDE B3 234539 25 32000 4 143000 488. 
53000 A, 取 地 球 定 径 为 6400000 公 尺 ,起 计算 其 球面 角 超 。 

At. 加 一 37".46. 

12, 已 知 4-807, B=35°, c— 70^, RR ER 5 10 单位 , 试 求 
3x ERR] — FÉ STRE GAL. Z. B.7265, 

13. 已 知 a= 133^26'19", 5 —64*50'53", c= 14471845", WOR 
球面 角 超 。 Z. 200°46'46", 

t4. E,404—833701'45", b= 155?05'18", C=110°10', RAE, 

Z: E1833'48'51". 


rr 


